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Utilizarea ideilor din Mecanic¼a pentru deducerea unor rezultate din Matem-
atic¼a are o lung¼a tradi̧tie şi poate cel mai cunoscut fapt în aceast¼a direçtie este
concurenţa medianelor într-un triunghi prin considerente de Static¼a (mai precis,
de centre de greutate). Acest precept (de a valida ce se observ¼a experimental)
s-a bucurat de o mare popularitate în secolele precedente şi a condus într-adev¼ar
la rezultate spectaculoase. Matematica zilelor noastre, deşi recunoaşte rolul in-
tui̧tiei în formularea diferitelor rezultate, valideaz¼a numai acele rezultate pentru
care sunt cunoscute demonstraţii riguroase. Utilizarea intui̧tiei în deducerea
unei demonstraţii are îns¼a întotdeauna un farmec aparte, care face ca emoţia
creaţiei matematice s¼a �e aidoma creaţiei artistice. Problema care apare este
aceea de a transpune în limbajul şi tehnicile matematicii fapte care apar foarte
dep¼artate de aceasta, dar de care suntem încredinţaţi c¼a sunt adev¼arate.
S¼a ilustr¼am aceasta în cazul urm¼atoarelor dou¼a propozi̧tii:
(M) Orice sistem de trei puncte materiale are un centru de greutate.
(G) În orice triunghi, medianele au un punct comun.
Acceptând c¼a spaţiul �zic este identic cu spaţiul geometric, atunci cele dou¼a

propozi̧tii sunt echivalente. Acest fapt, care ne este cunoscut înc¼a din timpul
lui Arhimede, s-a bucurat de-a lungul timpului de o mare atenţie din partea
oamenilor de ştiinţ¼a, care l-au extins în diferite moduri, obţinând interpret¼ari în
Mecanic¼a ale diferitelor enunţuri din Geometrie şi invers. Bineînţeles, Gazeta
Matematic¼a a fost gazda a numeroase articole pe aceast¼a tem¼a şi trebuie s¼a
not¼am în primul rând contribuţia acad. Caius
Iacob, excelent rezumat¼a în cartea sa [7]. Motivaţia sa a fost de ordin superior,
militând pentru reorientarea înv¼aţ¼amântului matematic românesc c¼atre proble-
mele matematicii aplicate, începând cu reintroducerea noţiunilor matematice
legate de Mecanic¼a (vitez¼a, acceleraţie, vector, funçtie vectorial¼a, ecuaţii difer-
enţiale ş.a.m.d.).
Inspiraţi de legea pârghiei, din Static¼a, vom indica o demonstraţie a lui

(M) care valori�c¼a ideea lui (M) ) (G). Abordarea noastr¼a este o variant¼a
a calculului baricentric, dar difer¼a de acesta printr-o mai clar¼a evidenţiere a
structurilor algebrice implicate. Menţion¼am c¼a în România calculul baricentric
a avut ca promotor pe regretatul Cezar Coşniţ¼a ([2], [3]). Recenta introducere
a problematicii vectorilor în matematica de liceu va contribui f¼ar¼a doar şi poate
la reconsiderarea mai vechilor rezultate pe aceast¼a tem¼a.
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Consider¼am spaţiul n- dimensional cu ponderi, adic¼a produsul cartezian:

Mn = (Rn � (0;1)) [ f(0; 0)g;

care poate � interpretat �zic ca spaţiul punctelor materiale X = (x;m), unde x
reprezint¼a poziţia punctului X, iar m reprezint¼a masa sa.
Ad¼augarea punctului (0; 0) are raţiunea de a putea indica peMn o structur¼a

algebric¼a rezonabil¼a. Ea este generat¼a de operaţia:

(x; a)� (y; b) =

8<:
ax+ by

a+ b
; dac¼a a+ b 6= 0

(0; 0) dac¼a a+ b = 0

de luare a baricentrului celor dou¼a puncte (x; a) şi (y; b). În interpretarea lui
Mn ca spaţiu material, baricentrul punctelor (x; a) şi (y; b) coincide cu centrul
lor de greutate.
Teorema 1. Mn constituie wn semigrup comutativ în raport cu operaţia

�.
Demonstra̧tie. Veri�care direct¼a, f¼ar¼a probleme. Punctul (0; 0) constituie

elementul neutru pentru operaţia �. QED
Teorema 1 este cunoscut¼a în esenţa sa de foarte mult¼a vreme, dar nu ast-

fel exprimat¼a. Pentru o comparaţie cu abordarea contemporan¼a a chestiunii,
cititorul poate consulta articolul [11], care re�ect¼a �del acel punct de vedere.
Faptul c¼a operatia� este asociativ¼a şi comutativ¼a conduce imediat la de�ni̧tia

inductiv¼a a baricentrului XG al oricarei con�guraţii fX1; : : : ; Xmg de puncte din
Mn:

XG = X1, dac¼a m = 1

şi:

XG = X1 � : : :�Xm, dac¼a m � 2.

Existenţa baricentrului are semni�caţia unui rezultat de concurenţ¼a a unor
anumitor linii. Într-adev¼ar, XG = X1 � (X2 � : : : � Xm) conduce la faptul
c¼a pozi̧tia lui XG se a�¼a pe segmentul care uneşte pozi̧tia lui X1, cu pozi̧tia
baricentrului subcon�guraţiei (X2; : : : ; Xm), ,,opuse� lui X1. Prin permut¼ari,
deducem c¼a baricentrul se a�¼a pozi̧tionat pe toate aceste segmente. Este clar,
procedând prin induçtie matematic¼a, urm¼atorul fapt de convexitate:

Corolarul 1. Poziţia baricentrului oric¼arei con�guraţii (X1; :::; Xm) de puncte
din spaţiulMn aparţine acoperirii convexe a vârfurilor acestei con�guraţii.

Aplica̧tii la concurenţa liniilor în triunghi. Fie triunghiul 4, având
pozi̧tiile vârfurilor XA, XB , XC , unghiurile la vârf de m¼arime A, B, C şi lungim-
ile laturilor opuse acestora respectiv a, b, c. Not¼am cu p semiperimetrul triunghi-
ului, cu r raza cercului înscris şi cu R raza cercului circumscris.
Centrul G de de greutate al triunghiului se de�neşte ca punctul de interseçtie

al medianelor. Existenţa lui G rezult¼a din Teorema 1, analizând baricentrul 
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al con�guraţiei:
f(XA; 1); (XB ; 1); (XC ; 1)g

(care din punct de vedere Static corespunde ataş¼arii masei unitate �ec¼arui vârf).
Baricentrul acestei con�guraţii este punctul  = (G; 3) dinM2 de�nit de relaţia:

(G; 3) = (XA; 1)� (XB ; 1)� (XC ; 1):

Deoarece
(XB ; 1)� (XC ; 1) = (MA; 2);

unde MA reprezint¼a mijlocul laturii XBXC , şi:

(XA; 1)� (XB ; 1)� (XC ; 1)=(XA; 1)� ((XB ; 1)� (XC ; 1)) = (XA; 1)� (MA; 2);

rezult¼a c¼a G este situat pe mediana din XA a triunghiului 4, la 2/3 de vârf şi
la 1/3 de baz¼a.
Permutând factorii sumei ce de�neşte pe , deducem c¼a G se a�¼a şi pe

celelalte mediane ale triunghiului.
Diferitele teoreme din Geometrie (vezi de exemplu [9]) ne permit utilizarea

Teoremei 1 pentru demonstrarea (în aceeaşi manier¼a ca mai sus) a concurenţei
a numeroase tipuri de linii remarcabile în triunghi.
Centrul I al cercului înscris este dat de baricentrul con�guraţiei:

f(XA; a); (XB ; b); (XC ; c)g:

Punctul K al lui Lemoine este dat de baricentrul con�guraţiei:

f(XA; a2); (XB ; b2); (XC ; c2)g:

Punctul N al lui Nagel este dat de baricentrul con�guraţiei,

f(XA; p� a); (XB ; p� b); (XC ; p� c)g:

Punctul � al lui Gergonne este dat de baricentrul con�guraţiei:��
XA;

1

p� a

�
;

�
XB ;

1

p� b

�
;

�
XC ;

1

p� c

��
:

Centrul O al cercului circumscris (în cazul când triunghiul 4 este ascuţi-
tunghic) este dat de baricentrul con�guraţiei:

f(XA; sin 2A); (XB ; sin 2B); (XC ; sin 2C)g:

Ortocentrul H (în cazul când triunghiul 4 este ascuţitunghic) este dat de
baricentrul con�guraţiei:

f(XA; tgA); (XB ; tgB); (XC ; tgC)g:

Multe din observaţiile de mai sus se extind la cazul con�guraţiilor dinMn

cu modi�c¼ari evidente. Spre exemplu, în cazul tetraedrelor din R3, centrul sferei
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înscrise apare ca baricentrul vârfurilor, cu mase egale cu ariile fȩtelor opuse. În
articolul [13], urm¼atorul fapt geometric este motivat prin inexistenţa mi̧sc¼arii
perpetue: Nu exist¼a nici un poliedru convex al c¼arui baricentru s¼a se proiecteze
pe planul oric¼arei feţe în exteriorul acesteia. Cititorul este invitat a deduce
acest fapt din Teorema 1 de mai sus.
Principala relaţie metric¼a vis-à-vis de con�guraţiile de puncte dinMn este

aceea stabilit¼a de G. W. Leibniz şi pus¼a ulterior de J. L. Lagrange ([8]) într-o
form¼a mai general¼a şi mai avantajoas¼a (prin considerarea punctelor cu ponderi
diferite şi exprimând ultimul termen direct în termenii con�guraţiei):

Teorema 2 (Relaţia Leibniz-Lagrange). Fie înMn con�guraţia

f(x1;m1); : : : ; (xr;mr)g;

având poziţia baricentrului în xG. Atunci pentru orice punct z din spaţiul Rn
are loc relaţia:

rX
k=1

mkd(z; xk)
2 (Leibniz)=

 
rX

k=1

mk

!
d(z; xG)

2 +
rX

k=1

mkd(xG; xk)
2

(Lagrange)
=

 
rX

k=1

mk

!
d(z; xG)

2 +
1

m1 + : : :+mr

X
i<j

mimjd(xi; xj)
2

Aici d(u; v) desemneaz¼a distanţa dintre u = (a1; : : : ; an) şi v = (b1; : : : ; bn)
m¼asurat¼a în norma euclidian¼a pe Rn, adic¼a:

d(u; v) = jju� vjj =
p
< u� v; u� v > =

s X
1�k�n

jak � bkj2:

Abordarea lui Lagrange este subordonat¼a studiului dinamicii solidelor rigide
şi este reluat¼a de academicianul Caius Iacob într-o suit¼a de articole din Gazeta
Matematic¼a şi apoi în cartea sa [7], unde discut¼a leg¼atura unor rezultate de
Geometrie şi Mecanic¼a, demonstrând prevalenţa Teoremei 2.
Teorema 2 (în forma lui Lagrange) este demonstrat¼a în cazul con�guraţiilor

constituite din trei puncte de c¼atre Viorel B¼andil¼a ([1]), care o numeşte relaţia
lui Leibniz generalizat¼a. S¼a not¼am c¼a demonstraţia sa foloseşte numai cunoşt-
inţe de geometrie sintetic¼a (relaţia lui Stewart şi teorema lui Van Aubel). El
utilizeaz¼a acest caz special pentru a detalia calculul distanţelor dintre princi-
palele puncte remarcabile ale unui triunghi şi pentru a deduce pe aceast¼a baz¼a
numeroase inegalit¼aţi clasice; printre altele, formula lui Leibniz şi, respectiv, a
lui Euler :

OG2 = R2 � 1
9
(a2 + b2 + c2);

OI2 = R(R� 2r);
precum şi inegalit¼aţile ataşate lor:

9R2 � a2 + b2 + c2; R � 2r;
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inclusiv observaţia c¼a �ecare dintre aceste inegalit¼aţi devine egalitate numai
în cazul triunghiurilor echilaterale. Aparent, B¼andil¼a nu a cunoscut evoluţia
istoric¼a a Teoremei 2, dar articolul s¼au are meritul de a sublinia, pentru publicul
românesc, natura comun¼a a unei largi suite de relaţii geometrice în triunghi.
Esenţa Teoremei 2 este aceea de generalizare a identit¼aţii paralelogramului.

Într-adev¼ar, în cazul când r = 2 şi z este originea spaţiului Rn, Teorema 2 ne
spune c¼a:

jjx1jj2 + jjx2jj2 =
1

2
jjx1 + x2jj2 +

1

2
jjx1 � x2jj2:

Pe de alt¼a parte, demonstraţia Teoremei 2 se reduce la un simplu calcul alge-
bric, exprimând p¼atratele distanţelor cu ajutorul produsului euclidian (tehnica
standard de demonstraţie a identit¼aţii paralelogramului); putem simpli�ca puţin
calculul folosind invarianţa la translaţie a normei euclidiene:

d(u; v) = d(u� w; v � w); 8u; v; w 2 Rn

ceea ce ne permite s¼a reducem raţionamentul la cazul când z = 0.
Bazat pe Teorema 2 are loc urm¼atorul rezultat variaţional, care în cazul

con�guraţiilor de trei puncte cu mase egale este cunoscut sub numele de teorema
lui Fagnano (cf. [7], p. 154):
Corolarul 2. Fie, înMn, con�guraţia f(x1;m1); : : : ; (xr;mr)g, având poz-

iţia baricentrului în xG. Atunci pentru orice punct z din spaţiul Rn are loc
relaţia:

inf
z2Rn

rX
k=1

mkd(z; xk)
2 =

1

m1 + : : :+mr

X
i<j

mimjd(xi; xj)
2

in�mumul �ind atins în punctul z = xG (şi doar în acest punct).
Aceeaşi abordare conduce şi la o alt¼a variant¼a a Teoremei 2, care general-

izeaz¼a identitatea lui Hlawka:

Teorema 3. Fie, în Mn, (n�3), con�guraţia f(x1;m1); : : : ; (xr;mr)g. Atunci,
pentru orice punct z din spaţiul Rn, are loc relaţia:

rX
k=1

(�1)k
" X
i1<:::<ik

(mi1 + : : :+mik)
k
d
�
z; Pf(xi1 ;mi1

);:::;(xik ;mik
)g

�2#
= 0:

Am notat cu PP pozi̧tia baricentrului con�guraţiei P.
Demonstra̧tie. Folosind invarianţa distanţei euclidiene la translaţie ne

putem reduce la situa̧tia când z = 0. Mai departe, cazul r = 3 revine la un
calcul direct, exprimând totul cu ajutorul produsului scalar. Cazul general se
trateaz¼a prin induçtie. QED
În cazul când r = 3 şi punctele au ponderi egale cu unitatea se obţine

urm¼atorul rezultat clasic:
Corolarul 3. (Identitatea lui Hlawka [6]). Oricare ar � punctele x; y; z din

Rn are loc relaţia:

jjxjj2 + jjyjj2 + jjzjj2 � jjx+ yjj2 � jjy + zjj2 � jjz + xjj2 + jjx+ y + zjj2 = 0:
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Identitatea lui Hlawka conduce la inegalitatea:

jjxjj+ jjyjj+ jjzjj � jjx+ yjj � jjy + zjj � jjz + xjj+ jjx+ y + zjj � 0

(cf. H. Hornich [6]), care a fost ulterior generalizat¼a de binecunoscuta inegali-
tate a lui T. Popoviciu ([11], [5]) pentru funçtiile convexe.
Într-un articol recent, T. Needham ([10]) d¼a o motivaţie simpl¼a, bazat¼a pe

centre de greutate şi pentru inegalitatea lui Jensen, astfel c¼a cititorul va con-
cluziona c¼a exist¼a o leg¼atur¼a special¼a între diferitele rezultate din Static¼a şi
acelea din teoria Convexit¼aţii.
Putem s¼a ne întreb¼am în ce m¼asur¼a depind rezultatele de mai sus de consid-

erarea normei euclidiene pe Rn. Întrucât Teorema 2 şi identitatea lui Hlawka
implic¼a identitatea paralelogramului, un rezultat clasic al lui Jordan şi von Neu-
mann (vezi de exemplu [4], pp. 141-142), ne arat¼a c¼a orice structur¼a de spaţiu
vectorial normat pe Rn pentru care aceste rezultate au loc, difer¼a de structura
euclidian¼a doar printr-o izometrie liniar¼a. În schimb, ele pot � generalizate f¼ar¼a
probleme (utilizând calculul integral) pentru con�guraţii nu neap¼arat discrete.
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